Cadre : [ est un intervalle de R non réduit a un singleton, et C' une
partie d’un espace vectoriel F.

I Généralités autour de la convexité

1) Définition et premiéres propriétés
Définition 1. C est convexesi:Va,be C, Vt €[0,1], (1—-t)a+tbe C.
Exemple 2. Un intervalle de R est convexe, une boule de E est conveze.

Définition 3. On dit que la fonction f : C' — R est convexe lorsque,
pour tous a,b € C et tout A € [0,1], on a :

FI=Na+Ab) < (1= A)f(a) + Af(b)

On dit que f concave si —f est convexe. Lorsque I'inégalité est stricte
pour a # bet 0 < A < 1, f est strictement convexe. Pour a > 0, on dit
que f est a-convexe si pour tous a,b € C distincts et tout A €]0,1[, on a :

FI(L=Na+2b) < (1 =A)f(a) + Af(b) - % lla = B> AL = )

Remarque 4. L’a-convexité implique la stricte convexité, qui implique
la convexité.

Remarque 5. Une fonction f : C — R est convexe si l’ensemble
{(z,y) e C xR |y > f(x)} est conveze.

Exemple 6. L’application x — ||x| est conveze

Théoréme 7. Une fonction f : C — R est conveze si, et seulement si,
pour tous z,y € C, t — f((1 —t)x + ty) est convexe sur [0,1].

Proposition 8. (i) Une combinaison linéaire a coefficients réels posi-
tifs de fonctions convexes est conveze.

(i) La composée d’une fonction conveze croissante avec une fonction
convexe est conveze.

(i) Une limite simple de fonctions convezes est convexe.
(iv) Le mazimum de deux fonctions convexes est conveze.
Remarque 9. Le produit de deux fonctions convexes n’est pas méces-

sairement convere (—x - x% = x®), et leur composition non plus ((xz
—xz)o (z+ 2%) = (x> —2?)).

Proposition 10. Une fonction conveze sur I est continue sur I.

2) Caractérisation des fonctions convexes
En dimension 1

Théoréme 11. Pour f: I — R, il y a équivalence entre :
(i) [ est convexe sur I.

(i) Pour a <b<c dansl, on a : f(bz_f(a) < f(cz_f:(a) < L=f®)

—a - c—b

f(@)—f(a)

x

(itt) Pour a € I, la fonction x — est croissante sur I\ {a}.

Corollaire 12. Une fonction de R dans R est affine si, et seulement si,
elle est convezxe et concave.
Théoréme 13. Soit f: I — R dérivable. Il y a équivalence entre :
(i) f est (strictement) conveze sur I.
(i) La fonction dérivée [’ est (strictement) croissante.
(#ii) La courbe représentative de f est située (strictement) au-dessus de

sa tangente en tout point de I.

Proposition 14. Si f est deux fois dérivable sur I, elle est alors convexe
si, et seulement si, f” > 0.

En dimension n > 1

Théoréme 15. Soit J: C' — R différentiable. Il y a équivalence entre :
(i) J est conveze sur C.
(i) Yo,y € C, (VJ(z) —VJ(y),z —y) > 0.
(iii) Ve, y € C, J(z) = J(y) +(VJ(y),z —y).
Si J est deux fois différentiable, on a aussi : <d2J(;v) -y,y> > 0.
Théoréme 16. Soit J : C' — R différentiable. Il y a équivalence entre :
(i) J est a-conveze sur C.
(ii) Yo,y € C, (VJ(x) =V I(y),z —y) > alz—y|”
(i) Y,y € C, J(x) = J(y) +(VI(y),x —y) + & |z — y|*.
Si J est deus fois différentiable, on a aussi : (d*J(z) - y,y) > « [Pl
Exemple 17. Si A est une matrice symétrique définie positive, alors la

fonctionnelle quadratique J : X — (AX, X) — (B, X) est \i-conveze, ot
A1 est la plus petite valeur propre de A.
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3) Inégalités de convexité

Proposition 18. Soient n € N* et ay,...,a, € RY, alors :

Il y a égalité si, et seulement si, tous les a; sont égaux.
Proposition 19 (Young). Soient p,q > 0 tels que %—&—% =leta,beR" :

aP b
ab < — +
p q

Il y a égalité si, et seulement si, a? = b9.

II Applications dans certains espaces

1) Espaces de Hilbert
Soit (H,{.,.)) un espace de Hilbert.

Théoréme 20. Pour tout f € H, il existe un unique élément de K, noté
Pk (f), et appelé projection de [ sur K, tel que :

1)~ 7l = inf llo— 7]
De plus, Px(f) est caractérisée par :
Vv e K, Re ({f = Px(f),v—Px(f))) <0

Remarque 21. L’application x — Pk (z) est 1-lipschitzienne.

Corollaire 22. Soient M un sous-espace vectoriel fermé de H et f € H.
Alors Py (f) est caractérisé par :

Py(f)eM et YveM, Re((f— Pu(f),v)) =0
De plus, Py est un opérateur linéaire.

Théoréme 23 (Riesz-Fréchet). Soit ¢ € H'. Alors :

A feH YveH, (pv) =(fv)

Théoréme 24 (Lax-Milgram). Soient H un espace de Hilbert, a une
forme bilinéaire continue et coercive sur H, et £ € H'. Alors il existe un
unique u € H tel que, pour tout v € H, a(u,v) = £(v). Si de plus a est
symétrique, u réalise le minimum sur H de v — $a(v,v) — £(v).

Application 25 (Dirichlet). Pour f € L?, on considére le probléme :

{ —u" +u=f sur]0, 1]
u(0) =u(l) =0

11 existe une unique solution faible w € H([0,1]) a ce probléme.

2) Espaces L?
Soient (F, A, u) un espace mesuré, K =R ou C, et p,q > 0 conjugués.

Définition 26. Pour tout réel p > 0, on définit le K-espace vectoriel :

Jurpdu< +oo}
X

Sauf situation ambigué, on privilégiera la notation plus concise £ (u).

LRX, A p) = {f : X — K mesurable

Définition 27. Pour toute fonction f : X — K et tout p > 0, on définit :

i1, = ([ 177 a)" (comention : oo = o)

Proposition 28 (Holder et Minkowski). Soient a,b € RT et f,g: F — K
mesurables, alors :

Ifglly <171, Mgl et 11 +all, < 11, + llgll,

Définition 29. Pour 1 < p < 400, on définit L% (u) comme lespace
vectoriel normé quotient de ZF(u) par les fonctions presque nulles. On
associera par abus de langage un élément de £F (1) & sa classe dans L ().

Théoréme 30. (L7, |.||,) est un espace vectoriel normé.

3) Espaces de probabilité

Soient (£2,.4,P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire.

Proposition 31 (Jensen). Si X € L! et ¢ est conveze, alors ¢(E [X]) <
E[¢(X)]. De plus, si ¢ est strictement conveze, on a égalité si, et seule-
ment si, X est constante presque strement.

Remarque 32. En particulier, |[E[X]| < E[|X|] et E[X]* <E [X?].

"9SATeUR US 9JIXIAUO0D 9P UOIJOU €[ P UOIYesI[I}) - £GT



IIT Recherche d’extrema et de points fixes

1) Optimisation

Théoréme 33. Si J : C — R est différentiable en u € C et admet un
minimum local en u, alors :

VoeC, (VJ(u),v—u) =20
Théoréme 34. On considére J : C — R.

(i) Si J est convexe, tout minimum local est global.
(ii) Si J est strictement convexe, J admet au plus un minimum global.
(iti) Si J est a-convexe, J admet un unique minimum global.

(iv) SiJ est définie sur un ouvert contenant C et différentiable enu € C,
alors le théoréme précédent donne en fait une équivalence.

(v) Si C est ouvert, le théoréme précédent équivaut a V J(u) = 0.

2) Méthodes de gradient

Soit J : R®™ — R. On suppose J différentiable. On cherche, s’il existe, un
élément u € R” tel que :

J(u) = vlean" J(v)

Pour cela, on utilise les méthodes de gradient. On considere la suite :
ug ER™ et VEe N, ot = — pF vV J(uF)

Il existe plusieurs possibilités pour choisir les p*, par exemple :

(i) Gradient & pas fixe : p¥ = p une constante positive fixée.

(ii) Gradient a pas optimal : p* minimise p — J (u* — pV J(uF)).
Théoréme 35. Si J est a-conveze et différentiable, et que V J est L-

lipschitzienne, alors la méthode de gradient d pas optimal converge vers
lunique minimum de J.

Application 36. Soient A € S;FT(R), b € R" et c € R. On considére la
fonctionnelle quadratique J : R™ — R définie par :

J(X) = (AX, X) — (b, X) + ¢

Cette fonctionnelle satisfait les conditions du théoréme précédent. De plus,
son minimum est atteint en Xo € R™ qui vérifie VJ(Xy) = AX —b=0.
On a donc une méthode itérative pour approcher la solution de AX = b.

3) Meéthode de Newton

La méthode de Newton consiste a approcher une solution d’une équation
f(x) = 0 en partant d’une approximation plus grossiere. L’idée est de
remplacer la courbe de f par sa tangente.

Théoréme 37 (Méthode de Newton). Soient a,b € R tels que a < b, et
soit f : [a,b] = R une fonction de classe C? telle que f(a) < 0 < f(b) et
/>0 sur [a,b]. On considére la suite (xn)nen définie par :

f'(wn)

x9 € [a,b] et VneN, x,1 = ¢(z,) =2, —

La fonction f admet un unique zéro a €la,b|, et on a :
(i) Il existe € > 0 tel que, pour xo € I =|a—e,a+¢|, la suite (X )nen
converge quadratiquement vers «, et il existe C' > 0 tel que :

VneN, |z, —al <Oz, — af?

(ii) Si de plus f"” > 0 sur [a,b], alors, pour x €]a,b], la suite (Tp)neN
est strictement décroissante, et pour tout n € N on a :

f" (@)
2f(a)

0< py1 —a<Clr, —a)® et 2,01 —a (, —a)?

Développements

— Projection sur un convexe fermé et théoreme de Riesz (20,22,23)
[Bres?7]

— Algorithme de gradient & pas optimal (35) [ ]
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Annexes
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FIGURE 2 — Tangentes d’'une fonction convexe
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FIGURE 3 — Méthode de Newton
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